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Généralisation d'un Théorème d'Iwasawa
∗
Jean-François Jaulent
A Georges Gras, à l'oasion de son soixantième anniversaire
Résumé. Nous généralisons à ertains quotients nis d'un Λ-module noethérien non néessai-
rement de torsion le lassique théorème d'Iwasawa sur l'expression asymptotique du ℓ-nombre
de lasses dans les Zℓ-extensions. Puis nous illustrons les résultats obtenus en déterminant ex-
pliitement les aratères invariants attahés aux ℓ-groupes de S-lasses T -innitésimales dans
une tour ylotomique à partir de quelques paramètres référents et de données galoisiennes
simples des extensions onsidérées. Un outil fondamental de ette étude est l'identité du miroir
établie par Georges Gras, qui permet par dualité d'exprimer des onditions de ramiation
(sauvages ou modérées) dans une extension en termes de déomposition dans une autre exten-
sion. Les résultats obtenus préisent et omplètent eux établis dans un travail antérieur en
ollaboration ave Christian Maire (f. [12℄). L'étude approfondie des ontributions sauvages
repose sur une généralisation d'un résultat de R. Greenberg (f. [3℄).
Abstrat. We extend to onvenient nite quotients of a noetherian Λ-module the lassial
result of K. Iwasawa giving the asymptoti expression of the ℓ-part of the number of ideal lass
groups in Zℓ-extensions of number elds. Then, in the arithmeti ontext, we ompute the three
haraters assoiated by this way to the ℓ-groups of T -innitesimal S-lasses in the ylotomi
tower and relate them to the lassial invariants and the deomposition haraters assoiated
to the nite sets of plaes S and T . A main tool in this study is the so-alled Spiegelungssatz
of Georges Gras, whih exhanges (wild or tame) ramiation and deomposition. The main
results of this arithmetial part extend those we obtained with Christian Maire in a previous
artile (f. [12℄). The most intriate study of the wild ontribution of the sets S and T involves
a generalization of a lassial result of R. Greenberg on the genus theory of ylotomi towers
(f. [3℄).
Introdution
Le résultat emblématique de la théorie d'Iwasawa (f. [4℄ et [5℄) arme que
les ordres respetifs ℓx(n) des ℓ-groupes de lasses d'idéaux CℓKn attahés aux
divers étages Kn de la Zℓ-extension ylotomique K∞ = ∪n∈NKn d'un orps
de nombres K sont donnés pour n assez grand par une formule expliite de la
forme :
x(n) = µℓn + λn + ν,
où ν est un entier relatif (éventuellement négatif) mais où λ et µ sont des entiers
naturels déterminés par la pseudo-déomposition de leur limite projetive pour
les appliations normes CK∞ = lim←−
CℓKn , regardée omme module de torsion
sur l'algèbre d'Iwasawa Λ = Zℓ[[γ−1]] onstruite sur un générateur topologique
∗
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γ du groupe proylique Γ = Gal(K∞/K) (f. [14℄). Il est alors ommode de
reérire l'égalité préédente sous une forme ne faisant intervenir que es deux
derniers paramètres :
x(n) ≈ µℓn + λn,
en onvenant de tenir pour équivalentes deux suites d'entiers dont la diérene
est ultimement onstante. L'identité obtenue vaut alors identiquement si l'on
remplae les ℓ-groupes CℓKn par leurs quotients respetifs d'exposant ℓ
n+1
,
omme expliqué dans [9℄.
L'objet de e travail est préisément d'étendre es résultats à des groupes
de lasses éventuellement innis et dont la limite projetive (pour la norme
arithmétique) n'est don plus généralement un Λ-module de torsion.
Donnons nous pour ela deux ensembles nis disjoints S et T de plaes nies
de K ; notons Sn et Tn respetivement les ensembles de plaes de Kn au-dessus
de S et de T ; et onsidérons le ℓ-groupe CℓTnSn des S-lasses T -innitésimales du
orpsKn, que la théorie ℓ-adique du orps de lasses identie au groupe de Galois
de la pro-ℓ-extension abélienne maximale HTnSn de Kn qui est S-déomposée et
T -ramiée (i.e. omplètement déomposée aux plaes de Sn et non ramiée en
dehors de Tn). Les groupes Cℓ
Tn
Sn
ne sont plus généralement nis (du moins dès
que l'ensemble T ontient susamment de plaes au-dessus de ℓ), mais leurs
quotients respetifs d'exposant ℓn+1 le sont enore, et il est montré dans [12℄
qu'il existe des entiers naturel ρTS , µ
T
S , λ
T
S tels que les ordres respetifs ℓ
xTS (n)
des
ℓn+1CℓTnSn vérient l'estimation asymptotique :
xTS (n) ≈ ρ
T
S (n+ 1)ℓ
n + µTS ℓ
n + λTSn.
Ii enore les paramètres ρTS , µ
T
S et λ
T
S sont donnés par la pseudo-déomposi-
tion élémentaire de la limite projetive CS∞T∞ = lim←−
CℓTnSn regardée omme module
noethérien sur l'algèbre d'Iwasawa Λ, à ela près que l'invariant λTS dière d'une
unité de l'invariant lambda du Λ-module CT∞S∞ lorsque l'extensionK∞/K est elle-
même S-déomposée et T -ramiée, i.e. lorsque l'ensemble S est vide et que T
ontient la totalité des plaes au-dessus de ℓ.
De fait, la démonstration de la formule préédente repose intégralement sur
des résultats de [9℄ (essentiellement eux du hapitre IV) qui n'avaient jamais
fait l'objet jusqu'ii d'une publiation spéique, et même en toute rigueur sur
une version plus forte non publiée de es résultats prenant en ompte les Λ-
modules noethériens qui ne sont pas néessairement de torsion.
Il nous a don paru utile d'en rassembler ii une preuve omplète. Et 'est
l'objet de la première partie, purement algébrique, de e travail.
De plus, une fois la formule établie, se pose évidemment, dans le ontexte
arithmétique évoqué plus haut, la question du alul des divers paramètres des
ℓ-groupes de S-lasses T -innitésimales, ou du moins de leur détermination à
partir de quelques paramètres référents ne faisant pas intervenir les ensembles
de plaes S et T et d'invariants galoisiens simples qui leur sont attahés. Et 'est
l'objet de la seonde partie, arithmétique, de e travail.
Or dans ette dernière étude, les identités du miroir obtenues par Georges
Gras (f. [1℄) se révèlent un outil essentiel. Et omme elles-i s'expriment na-
turellement en termes de représentations, il est préférable, pour les utiliser plei-
nement, de remplaer les paramètres traditionnels d'Iwasawa, qui s'interprètent
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omme dimensions de ertains espaes vetoriels, par des aratères prenant ex-
pliitement en ompte l'ation galoisienne et dont les degrés respetifs ne sont
autres que les invariants de départ. Et 'est don en termes de aratères que
nous énonçons les théorèmes de paramétrage.
Une onséquene immédiate des identités de dualité est le déploiement (déjà
remarqué dans [12℄) de la ramiation modérée au-dessus de la tour yloto-
mique. En revanhe, l'étude ne de la ontribution des plaes sauvages soulève
rapidement de déliats problèmes d'indépendane ℓ-adique. La formule nale
que nous obtenons vaut ainsi sous la onjeture de Leopoldt. Elle repose sur
une généralisation dans le adre ℓ-ramié d'un résultat de semi-simpliité de R.
Greenberg (f. [3℄), dont nous donnons en appendie une démonstration auto-
nome basée sur la Théorie des Genres.
En n de ompte, il résulte de ette étude que les divers paramètres d'Iwa-
sawa respetivement assoiés aux groupes de Galois CT∞S∞ attahés aux pro-ℓ-
extensions abéliennes T -ramiées S-déomposées maximales sur une tour ylo-
tomique sont donnés par des formules entièrement expliites à partir des seuls
paramètres réels assoiés aux seuls groupes CT
ℓ
∞ = CT
ℓ
∅
, où T ℓ dérit les sous-
ensembles de l'ensemble L des plaes ℓ-adiques du orps de base onsidéré.
Prinipales notations
Nous utilisons dans e qui suit les notations et onventions suivantes :
Notations algébriques de la Théorie d'Iwasawa
 ℓ est un nombre premier arbitraire (pris impair dans la deuxième setion) ;
 µℓ∞ = ∪n∈N µℓn est le groupe des raines d'ordre ℓ-primaire de l'unité ;
 ∆ est un groupe abélien ni d'ordre d étranger ave ℓ ;
 Zℓ[∆] = ⊕ϕ Zℓ[∆]eϕ = ⊕ϕ Zϕ est l'algèbre ℓ-adique du groupe ∆ ;
 Γ = γZℓ est le groupe proylique isomorphe à Zℓ engendré par γ ;
 Λ = Zℓ[[γ − 1]] est l'algèbre d'Iwasawa assoiée au groupe Γ ;
 ωn est le polynme γ
ℓn − 1 de l'anneau Zℓ[γ − 1] = Zℓ[γ] ;
 ∇n est l'idéal de Λ engendré par le polynme ωn et l'élément ℓn+1 ;
 Λ[∆] = ⊕ϕ Λ[∆]eϕ = ⊕ϕ Λϕ est l'algèbre du groupe ∆ sur l'anneau Λ.
Notations arithmétiques de la Théorie d'Iwasawa
 F est un orps de nombres totalement réel ;
 F∞ = ∪n∈N Fn est la Zℓ-extension ylotomique de F ;
 K est une extension abélienne de F de groupe ∆ et ontenant µℓ ;
 ∆ = Gal(K/F ) est un groupe abélien ni d'ordre d étranger ave ℓ ;
 K∞ = ∪n∈NKn est la Zℓ-extension ylotomique de K (et ontient µℓ∞) ;
 Kn est l'unique sous-orps de K∞ de degré ℓ
n
sur K (on a ainsi K = K0) ;
 Γ = γZℓ est le groupe de Galois Gal(F∞/F ) ≃ Gal(K∞/K) ;
 Γn = γ
ℓnZℓ
est le sous-groupe Gal(F∞/Fn) ≃ Gal(K∞/Kn) ;
 Λ = Zℓ[[γ − 1]] est l'algèbre d'Iwasawa assoiée à Γ ;
 S et T sont deux ∆-ensembles nis disjoints de plaes nies de K ;
 L est l'ensemble des plaes ℓ-adiques (i.e. au-dessus de ℓ) du orps K ;
 Sℓ = S ∩ L est la partie sauvage de S et S0 = S \ Sℓ sa partie modérée ;
 T ℓ = T ∩ L est la partie sauvage de T et T 0 = S \ Tℓ sa partie modérée ;
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 Sn et Tn sont les ensembles nis de plaes de Kn au-dessus de S et de T ;
 S∞ et T∞ sont les ensembles nis de plaes de K∞ au-dessus de S et T ;
 degℓ S =
∑
p∈Sℓ
[Fp : Qℓ] est le degré sauvage en S ; de même degℓ T en T .
Notations de la Théorie ℓ-adique du Corps de Classes
 p est une plae nie du orps K et pn une plae de Kn au-dessus de p ;
 Kpn : le omplété de Kn en la plae pn ;
 Rpn = lim←−
K×pn/K
×ℓm
pn
: le ompatié ℓ-adique du groupe K×pn ;
 Upn : le sous-groupe unité de Rpn ;
 µpn : le sous-groupe de torsion deRpn , i.e. le groupe des raines de l'unité ;
 JKn =
∏res
pn
Rpn : le ℓ-groupe des idèles du orps Kn ;
 UKn =
∏
pn
Upn : le sous-groupe des idèles unités ;
 J Tn =
∏res
pn∈Tn
Rpn : le groupe des idèles T -innitésimaux ;
 UTn =
∏
pn∈Tn
Upn : le sous-groupe unité de J
Tn
;
 J TnSn =
∏
pn∈Sn
Jpn
∏
pn /∈Tn
Upn : le groupe des S-idèles T -innitésimaux ;
 RKn = Zℓ ⊗Z K
×
n ⊂ JKn : le sous-groupe prinipal de JKn ;
 EKn = RKn∩ UKn = Zℓ⊗ZEKn : le ℓ-adié du groupe des unités globales ;
 ETnKn = RKn∩ U
Tn
Kn
: le sous-groupe des unités T -innitésimales de Kn ;
 ETnSn = RKn∩ J
Tn
Sn
: le groupe des S-unités T -innitésimales de Kn ;
 CℓKn = JKn/UKnRpn : le ℓ-groupe des lasses (au sens habituel) de Kn ;
 CℓTnSn = JKn/J
Tn
Sn
Rpn : le ℓ-groupe des S-lasses T -innitésimales de Kn ;
 CℓT∞S∞ = lim−→
CℓTnSn : le groupe des S-lasses T -innitésimales de K∞ ;
 CT∞S∞ = lim←−
CℓTnSn : la limite projetive (pour la norme) des groupes Cℓ
Tn
Sn
;
 ρTS , µ
T
S , λ
T
S : les aratères invariants d'Iwasawa du Λ[∆]-module C
T∞
S∞
;
Notations relatives à l'involution du miroir
 Tℓ = lim←−µℓ
n
est le module de Tate onstruit sur les raines de l'unité ;
 ∆p : le sous-groupe de déomposition des pn dans Kn/Fn pour n≫ 0 ;
 χp : l'induit à ∆ du aratère unité de ∆p ;
 χT =
∑
p∈T χp, la somme étant prise sur les plaes de F∞ ;
 ω : le aratère ylotomique, i.e. le aratère du Zℓ[∆]-module Tℓ ;
 ψ → ψ∗ = ωψ−1 est l'involution du miroir (où ψ∗ est le reet de ψ) ;
 χreg : le aratère régulier de ∆ ;
 χ = χ⊕+χ⊖ : la déomposition de χ en ses parties réelles et imaginaires ;
 χ∞ = [F : Q]χ
⊕
reg et δS = degℓ S χreg ; de même : δT = degℓ T χreg ;
 mn =
∏
pn∈T
p
νp
n : un diviseur onvenable d'hyperprimarité du orps Kn ;
 Rmn : le sous-module de RKn formé des éléments ongrus à 1 modulo mn ;
 EmnSn = ESn ∩R
mn
: le groupe des S-unités ongrues à 1 modulo mn ;
 CℓmnSn = JKn/J
mn
Sn
RKn le ℓ-groupe des S-lasses de rayon mn dans Kn.
 HTnSn : l'extension abélienne S-déomposée T -ramiée d'exposant ℓ
n+1
maximale du orps Kn ;
 RadTnSn : le radial kummérien de l'extension abélienne H
Tn
Sn
/Kn ;
 GalTnSn : le groupe de Galois de l'extension abélienne H
Tn
Sn
/Kn.
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1. Le Théorème du paramétrage pour les Λ[∆]-modules
1.1 Rappel du ontexte algébrique de la Théorie d'Iwasawa
Dans ette setion purement algébrique, ℓ est un nombre premier arbitraire,
Zℓ désigne l'anneau loal des entiers ℓ-adiques, Fℓ ≃ Z/ℓZ son orps résiduel et
∆ est un groupe abélien ni d'ordre d étranger à ℓ.
Sous l'hypothèse ℓ ∤ d, l'algèbre résiduelle Fℓ[∆] est ainsi une algèbre semi-
simple, produit diret d'extensions Fϕ de Fℓ ; l'algèbre ℓ-adique Zℓ[∆] est une
algèbre semi-loale, produit diret d'extensions non ramiées Zϕ de Zℓ ; et les
idempotents primitifs e¯ϕ (respetivement eϕ) orrespondant à leurs déomposi-
tions respetives :
Fℓ[∆] = ⊕ϕ Fℓ[∆]e¯ϕ = ⊕ϕ Fϕ & Zℓ[∆] = ⊕ϕ Zℓ[∆]eϕ = ⊕ϕ Zϕ
sont donnés à partir des aratères ℓ-adiques irrédutibles ϕ de ∆ par les for-
mules lassiques :
eϕ =
1
d
∑
τ∈∆ ϕ(τ
−1)τ ,
ainsi que leurs rédutions respetives modulo ℓ. En partiulier, la dimension
[Zϕ : Zℓ] du Zℓ-module Zϕ ('est à dire le degré de l'extension assoiée Qϕ/Qℓ
des orps de frations) est le degré degϕ du aratère ϕ.
De façon toute semblable, si Γ = γZℓ désigne un groupe proylique iso-
morphe à Zℓ et Λ = Zℓ[[γ − 1]] l'algèbre des séries formelles en l'indéterminée
γ − 1 à oeients dans l'anneau Zℓ des entiers ℓ-adiques, l'algèbre de groupe
Λ[∆] s'érit anoniquement omme produit diret de ses ϕ-omposantes :
Λ[∆] = ⊕ϕ Λ[∆]eϕ = ⊕ϕ Λϕ .
Et, pour haque aratère irrédutible ϕ du groupe ∆, la ϕ-omposante Λϕ =
Λ[∆]eϕ assoiée à l'idempotent eϕ s'identie à l'algèbre des séries formelles
Zϕ[[γ − 1]] en l'indéterminée γ − 1 à oeients dans l'extension non ramiée
Zϕ = Zℓ[∆]eϕ de l'anneau Zℓ.
Plus généralement, par ation des idempotents primitifs eϕ de l'algèbre Λ[∆]
tout Λ-module noethérien X se déompose naturellement omme somme direte
de ses ϕ-omposantes Xϕ = X
eϕ
, 'est à dire omme somme direte de Λϕ-
modules noethériens. Les théorèmes de struture de la Théorie d'Iwasawa, tels
qu'énonés par Serre (f. [14℄), permettent don mutatis mutandis de dérire un
tel module à pseudo-isomorphisme près à partir d'un ertain nombre de modules
référents dits élémentaires. Il vient ainsi :
Théorème 1.1. Tout Λ[∆]-module noethérien X est pseudo-isomorphe à une
somme direte nie de modules isotypiques élémentaires.
Plus préisément pour haque aratère ℓ-adique irrédutible ϕ du groupe
∆, il existe un unique triplet (ρϕ, sϕ, tϕ) d'entiers naturels, une unique suite
déroissante (fϕ,i)i=0,...,sϕ de polynmes distingués de l'anneau Zϕ[γ−1] et une
unique suite déroissante (mϕ,i)i=0,...,tϕd'entiers naturels non nuls tels que la ϕ-
omposante Xϕ = eϕX du module X s'envoie par un Λ[∆]-morphisme à noyau
et onoyau ni dans la somme direte :
Xϕ ∼ Λ
ρϕ
ϕ ⊕
(
⊕
sϕ
i=0 Λϕ/fϕ,iΛϕ
)
⊕
(
⊕
tϕ
j=0 Λϕ/ℓ
mϕ,iΛϕ
)
.
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On dit que l'entier ρϕ = dimΛϕ Xϕ est la dimension du Λ[∆]-module Xϕ
et que le polynme Pϕ =
∏tϕ
j=0 ℓ
mϕ,j
∏sϕ
i=0 fϕ,i ∈ Zϕ[γ − 1] est le polynme
aratéristique de son sous-module de Λϕ-torsion.
Il est alors ommode de oder globalement l'information donnée par l'en-
semble de es invariants en introduisant omme suit la notion de paramètres :
Dénition 1.2. Dans le ontexte préédent, nous appelons paramètres d'un
Λ[∆]-module noethérien X les aratères ℓ-adiques du groupe abélien ∆ dénis
à partir des invariants d'Iwasawa des omposantes isotypiques de X par les
formules :
ρ =
∑
ϕ ρϕ ϕ , µ =
∑
ϕ µϕ ϕ , λ =
∑
ϕ λϕ ϕ,
où, pour haque aratère ℓ-adique irrédutible ϕ, les entiers ρϕ, µϕ et λϕ me-
surent respetivement la dimension dimΛϕ Xϕ de la ϕ-omposante de X, ainsi
que la ℓ-valuation
∑tϕ
j=0mϕ,j et le degré
∑sϕ
i=0 deg fϕ,i du polynme aratéris-
tique de son sous-module de Λϕ-torsion.
Introduisons maintenant la ltration (∇n)n∈N, qui joue un rle essentiel dans
e qui suit :
Proposition 1.3. Pour haque entier naturel n, désignons par
∇n = ℓn+1Λ + ωnΛ
l'idéal de l'algèbre d'Iwasawa Λ = Zℓ[[γ − 1]] engendré par l'élément ℓn+1 et le
polynme ωn = γ
ℓn − 1 de l'anneau Zℓ[γ − 1] = Zℓ[γ]. Cela étant :
(i) L'idéal ∇ = ∇0 est l'unique idéal maximal de l'anneau loal régulier Λ.
(ii) Les idéaux (∇n)n∈N forment une suite exhaustive stritement déroissante
d'idéaux d'indie ni de l'algèbre d'Iwasawa Λ = Zℓ[[γ − 1]].
(iii) Un Λ[∆]-module ompat X est noethérien si et seulement s'il existe un
entier n pour lequel le quotient X/∇nX est ni ; auquel as, les quotients
X/∇nX sont tous des Λ[∆]-modules nis.
(iv) Un Λ[∆]-module ompat X est ni si et seulement s'il existe un entier n
pour lequel le sous-module X/∇nX est trivial ; auquel as, les sous-modules
X/∇nX sont ultimement triviaux.
Preuve. Les deux premières assertions s'obtiennent omme suit : d'un té,
omme ω0 est égal à γ − 1, l'idéal ∇0 est préisément l'idéal maximal ∇ de
l'algèbre Λ ; et l'identité
(γℓ
n
− 1)ℓ = (γℓ
n+1
− 1) + ℓ(γℓ
n
− 1)P (γℓ
n
),
pour un polynme onvenable P de l'anneau Zℓ[γ − 1] = Zℓ[γ], montre par une
réurrene évidente que ∇n est ontenu dans la puissane (n+1)-ième de l'idéal
∇. D'un autre té, un alul immédiat donne :
(Λ : ∇n) = |(Z/ℓn+1Z)[Γn]| = ℓ(n+1)ℓ
n
,
ave Γn = Γ/Γ
ℓn
; e qui établit le deuxième point.
Les assertions suivantes résultent alors du fait que les idéaux (∇n)n∈N forment
une base de voisinages de 0 dans l'algèbre topologique ompate Λ = Zℓ[[γ−1]].
L'objet de la setion qui suit est de relier les paramètres invariants d' un
Λ[∆]-module noethérien aux ordres de ertains de ses quotients nis.
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1.2 Enoné du théorème prinipal sur le paramétrage
Le résultat essentiel de ette setion relie les paramètres d'un Λ[∆]-module
noethérien donné X ave les ordres de ertains sous-quotients nis de X :
Théorème 1.4. (Théorème des paramètres.) Soit X un Λ[∆]-module noe-
thérien de paramètres ρ, µ et λ. Si ∇n = ℓn+1Λ + ωnΛ désigne l'idéal de l'al-
gèbre d'Iwasawa Λ = Zℓ[[γ − 1]] engendré par l'élément ℓn+1 et le polynme
ωn = (γ
ℓn − 1), il existe un unique aratère ℓ-adique virtuel ν du groupe ∆ tel
que l'ordre ℓx
ϕ
n
de la ϕ-omposante du quotient X/∇nX soit donné, pour haque
aratère ℓ-adique irrédutible ϕ et tout entier n assez grand, par la formule :
xϕn = < ρ, ϕ > (n+ 1)ℓ
n + < µ,ϕ > ℓn + < λ,ϕ > n + < ν, ϕ >.
En d'autres termes, l'indie ℓx
ϕ
n =
(
Xϕ : ∇nXϕ
)
est donné asymptotique-
ment par la formule :
xϕn ≈ < ρ, ϕ > (n+ 1)ℓ
n + < µ,ϕ > ℓn + < λ,ϕ > n ,
en e sens que la diérene entre les deux membres est ultimement onstante.
Ce résultat amène ainsi à poser :
Dénition 1.5. Nous disons qu'une suite (Xn)n∈N de Zℓ[∆]-modules nis est
paramétrée par les aratères ℓ-adiques virtuels :
ρ =
∑
ϕ ρϕ ϕ , µ =
∑
ϕ µϕ ϕ , λ =
∑
ϕ λϕ ϕ ν =
∑
ϕ νϕ ϕ,
lorsque pour haque aratère ℓ-adique irrédutible ϕ du groupe ∆ l'ordre ℓx
ϕ
n
de
la ϕ-omposante eϕXn de Xn est donné asymptotiquement par la formule :
xϕn = < ρ, ϕ > (n+ 1)ℓ
n + < µ,ϕ > ℓn + < λ,ϕ > n + < ν, ϕ >.
Lorsque le aratère ν n'est pas expliité, nous érivons simplement :
xϕn ≈ < ρ, ϕ > (n+ 1)ℓ
n + < µ,ϕ > ℓn + < λ,ϕ > n,
pour signier que la diérene entre les deux membres est ultimement onstante.
Remarque. L'entier xϕn étant toujours positif, le aratère ρ qui apparait dans
la Dénition 1.5 est de e fait positif (en e sens que l'on a ρϕ ≥ 0 pour haque
aratère irrédutible ϕ) ; il en est de même du aratère µ si ρ est nul ; et du
aratère λ si ρ et µ sont tous deux nuls. Il peut arriver en revanhe que les
aratères λ ou µ ne soient pas dans R+Zℓ(∆) dès lors que le aratère dominant
y est : des exemples sont donnés dans la setion 2 plus loin.
Preuve du Théorème dans le as élémentaire. Distinguons les trois as :
(i) Pour X = Λϕ, il vient tout simplement :
X/∇nX ≃ (Zϕ/ℓn+1Zϕ)[Γn], ave Γn = Γ/Γℓ
n
≃ Z/ℓnZ ;
d'où l'identité attendue :
(X : ∇nX) = (Zϕ : ℓn+1Zϕ)ℓ
n
= ℓ(n+1)ℓ
n degϕ
.
(ii) Pour X = Λϕ/ℓ
mϕΛϕ et n ≥ mϕ, le même alul donne :
(X : ∇nX) = (Zϕ : ℓmϕZϕ)ℓ
n
= ℓmϕℓ
n degϕ
.
(iii) pour X = Λϕ/fϕΛϕ enn, nous aurons besoin d'un lemme lassique qui
peut être regardé omme la généralisation aux anneaux de polynmes sur
Zϕ du Théorème 8 (iii) de [14℄ :
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Lemme 1.6. Soit Zϕ une extension nie non ramiée de l'anneau Zℓ et fϕ un
polynme distingué de l'anneau Zϕ[γ − 1]. Pour haque entier naturel n assez
grand, il existe alors deux polynmes an et bn dans Zϕ[γ − 1] tels qu'on ait :∑ℓ−1
k=0 γ
kℓn = ωn+1ωn = ℓ(1 + ℓan) + bnfϕ .
De plus l'élément 1 + ℓan est inversible dans l'anneau loal Λϕ = Zϕ[[γ − 1]].
Preuve. Raisonnons dans l'anneau quotient Zϕ[γ − 1]/fϕZϕ[γ − 1]. Si dϕ est le
degré du polynme fϕ, nous avons par hypothèse :
(γ − 1)
dϕ
≡ 0 mod ℓ, donc γ ℓ
n−1
− 1 ≡ (γ − 1)
ℓn−1
≡ 1 mod ℓ,
dès que n est assez grand. Cela étant, il suit :
γ ℓ
n−1
≡ 1 mod ℓ, puis γ ℓ
n
≡ 1 mod ℓ
2
; et enfin
∑ℓ−1
k=0 γ
kℓn ≡ ℓ mod ℓ
2
,
e qui est préisément le résultat annoné.
Suite de la preuve du Théorème. Appliqué au module isotypique X = Λϕ/fϕΛϕ,
le Lemme nous donne pour n assez grand l'égalité ∇n+1X = ℓ∇nX , don :
(X : ∇nX) = (X : ∇n0X)(∇n0X : ∇nX) = (X : ∇n0X)(∇n0X : ℓ
n−n0∇n0X)
pour n≫ n0 ; puis, omme attendu :
(X : ∇nX) ≈ (∇n0X : ℓ
n−n0∇nX) = ℓ(n−n0)dϕ degϕ ≈ ℓndϕ degϕ ;
e qui ahève la démonstration du as élémentaire.
Dans la pratique, i.e. dans le ontexte arithmétique de la théorie d'Iwasawa,
il n'est pas possible en général d'appliquer diretement le Théorème 1.4, ar il est
souvent néessaire de faire appel à un résultat apparemment plus tehnique
1
:
Corollaire 1.7. Soit X un Λ[∆]-module noethérien et de paramètres ρ, µ et
λ ; et soit Y un sous-module de X de type ni sur Zℓ. Alors, pour tout entier
naturel m assez grand, la suite des quotients dénis pour n ≥ m par :
Yn = X/(∇nX +
ωn
ωm
Y )
est paramétrée par les mêmes aratères ρ, µ et λ que les Xn = X/∇nX.
Enn, il est évidemment possible de jouer sur les deux termes qui inter-
viennent dans la génération des idéaux ∇n. Il vient ainsi :
Corollaire 1.8. Soit X un Λ[∆]-module noethérien de paramètres ρ, µ et λ.
Si ∇n,k = ℓn+kΛ + ωnΛ désigne l'idéal de l'algèbre d'Iwasawa Λ = Zℓ[[γ − 1]]
engendré par l'élément ℓn+k et le polynme ωn = γ
ℓn − 1, il existe un unique
aratère ℓ-adique virtuel ν du groupe ∆ tel que l'ordre ℓx
ϕ
n
de la ϕ-omposante
du quotient X/∇n,kX soit donné, pour haque aratère ℓ-adique irrédutible ϕ
et tout entier n assez grand, par la formule :
xϕn = < ρ, ϕ > (n+ k)ℓ
n + < µ,ϕ > ℓn + < λ,ϕ > n + < ν, ϕ >.
En d'autres termes, la suite des quotients
(
X/∇n,kX
)
n∈N
est paramétrée par :
ρ, µ+ (k − 1)ρ, et λ.
Toute la diulté pour établir le Théorème des paramètres et ses orollaires
est naturellement de vérier que la formule annonée est enore valide lorsque
le module X est seulement pseudo-isomorphe à un Λ[∆]-module élémentaire.
1
C'est en partiulier déjà le as pour les groupes de lasses d'idéaux au sens habituel.
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La démonstration de e résultat fait l'objet de la setion qui vient.
1.3 Filtration assoiée aux idéaux ∇n et preuve du Théorème
Le Théorème des paramètres résulte d'une suite de quatre lemmes et du
alul déjà eetué de l'indie (E : ∇nE) lorsque le module E est élémentaire.
Lemme 1.9. Soit E = T ⊕ P un Λ[∆]-module élémentaire somme direte de
son sous-module de Λ-torsion T et d'un sous-module projetif P . Pour haque
entier naturel n, posons ∂nE = ℓn+1E ∩ ωnE. Cela étant, pour tout n ≥ n0
assez grand, il vient :
∂nE = ∂nT ⊕ ∂nP , avec ∂nT = ℓn−n0∂n0T et ∂nP =
ωn
ωn0
∂n0P.
Preuve. Observons d'abord que tout Λ[∆]-module noethérien et projetif P étant
fateur diret d'un module libre, nous avons immédiatement ∂nP = ℓn+1∩ωnP
par fatorialité des omposantes loales Λϕ de l'algèbre Λ[∆]. En partiulier, il
suit omme annoné :
∂nP =
ωn
ωn0
ℓn−n0 ∂n0P.
Considérons maintenant le sous-module de torsion T . Ses fateurs indéompo-
sables, en nombre ni, sont de deux types : des quotients de la forme Λϕ/ℓ
mΛϕ,
d'une part ; des quotients de la forme Λϕ/fϕΛϕ, ave fϕ distingué dans Zϕ[γ−1]
d'autre part. Désignons par T0 la somme direte des seonds. Pour n assez grand,
nous avons ℓnT = ℓnT0, don ∂
nT = ∂nT0. Appliquons maintenant le Lemme
2.2 à haun des fateurs indéomposables de T0. Pour n assez grand, disons
pour n ≥ n0, nous obtenons
ωn+1
ωn
T0 = ℓT0, d'où :
∂nT0 = ℓ
n+1T0 ∩ωnT0 = ℓ
n−n0ℓn0+1T0 ∩
ωn
ωn0
ωn0T0 = ℓ
n−n0(ℓn0+1T0 ∩ωn0T0).
Finalement il vient bien, omme attendu : ∂nT0 = ℓ
n−n0∂n0T0.
Lemme 1.10. Soit X un sous-module d'indie ni d'un module élémentaire E.
Pour haque aratère ℓ-adique irrédutible ϕ, la suite
(
(∂nYϕ : ∂
nXϕ)
)
n∈N
des
ϕ-parties des indies (∂nEϕ : ∂
nXϕ) est stationnaire.
Preuve. Désignons par Etor le sous-module de Λ-torsion de E et notons p la
projetion anonique E → E/Etor. Nous avons alors :
(∂nEϕ : ∂
nXϕ) =
(∂nEϕ : ∂
nEtorϕ + ∂
nXϕ)
(∂nEtorϕ + ∂
nXϕ : ∂nXϕ)
=
(p(∂nEϕ) : p(∂
nXϕ))
(∂nEtorϕ : ∂
nXtorϕ )
.
Et il s'agit de voir que numérateur et dénominateur sont tous deux stationnaires.
Or d'un té, nous avons l'égalité évidente p(∂n+1Eϕ) = ℓ
ωn+1
ωn
p(∂nEϕ) ainsi
que l'inlusion immédiate p(∂n+1Xϕ) ⊂ ℓ
ωn+1
ωn
p(∂nXϕ) ; d'où il résulte que le
numérateur, qui va don déroissant pour n assez grand, est bien stationnaire.
Et d'un autre té, nous avons ∂n+1Etorϕ = ℓ ∂
nEtorϕ et ∂
n+1Xtorϕ = ℓ ∂
nXtorϕ
pour n ≥ n0, par une extension faile du Lemme 2.3, puisque E
tor
ϕ et X
tor
ϕ sont
annulés par un même polynme distingué fϕ ∈ Zϕ[γ − 1]. Cela étant, omme
pour n0 assez grand la multipliation par ℓ
n0
a tué le sous-module de Zℓ-torsion
de Etorϕ , la multipliation par ℓ est injetive dans ℓ
n0Etorϕ et le dénominateur
est ainsi stationnaire pour n ≥ n0.
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Lemme 1.11. Soit X un sous-module d'indie ni d'un Λ[∆]-module élémen-
taire E. Pour haque aratère ℓ-adique irrédutible ϕ, la suite
(
(∇nYϕ : ∇nXϕ)
)
n∈N
des ϕ-parties des indies (∇nEϕ : ∇nXϕ) est stationnaire.
Preuve. Dans la suite exate ourte de Zℓ[∆]-modules nis
0→ ∂nEϕ/∂
nXϕ → (ℓ
nEϕ/ℓ
nXϕ)⊕ (ωnEϕ/ωnXϕ)→ ∇nEϕ/∇nXϕ → 0
les termes médians, qui vont déroissant, sont stationnaires. Le résultat annoné
déoule don diretement du Lemme 1.10 i-dessus.
Lemme 1.12. Soit X un Λ[∆]-module noethérien et E l'unique Λ[∆]-module
élémentaire auquel il est pseudo-isomorphe. Pour haque aratère ℓ-adique ir-
rédutible ϕ, la suite des quotients
(
Xϕ : ∇nXϕ
)
/
(
Eϕ : ∇nEϕ
)
est stationnaire.
Preuve. Prenons un pseudo-isomorphisme t de X vers E et onsidérons la suite
exate ourte assoiée :
0 −−−−→ N −−−−→ X
t
−−−−→ E −−−−→ C −−−−→ 0.
Le noyau N et le onoyau C étant nis, hoisissons n0 assez grand pour avoir
N ∩ ∇n0X = 0 et ∇n0C = 0, i.e. ∇n0E ⊂ t(X). Pour haque n ≥ n0, nous
obtenons alors la suite exate :
0→ −1t(∇nE)/∇nX → X/∇nX → E/∇nE → C → 0 ;
où, pour haque aratère irrédutible ϕ du groupe ∆, l'ordre de la ϕ-partie du
terme de gauhe est donnée par la formule :
(−1t(∇nEϕ) : ∇nXϕ) = |Nϕ| (∇nEϕ) : ∇nt(Xϕ)).
Elle est don ultimement onstante en vertu du Lemme 1.11.
Nous pouvons maintenant ahever la démonstration des résultats annonés
dans la setion 2.
Preuve du Théorème des paramètres et de ses orollaires. Distinguons les as :
(i) Le Théorème 1.3 résulte diretement du alul déjà eetué de l'indie(
Eϕ : ∇nEϕ
)
dans le as élémentaire et du Lemme 1.12 i-dessus.
(ii) Le Corollaire 1.7 s'en déduit aisément : ompte tenu de la suite exate
ourte anonique qui relie les Xn ave les Yn :
1→
ωn
ωm
Y/(
ωn
ωm
Y ∩ ∇nX)→ Xn = X/∇nX → Yn = X/(∇nX +
ωn
ωm
Y )→ 1,
tout revient à vérier que les noyaux à gauhe sont ultimement onstants. Or
ela est lair, puisqu'ils vont naturellement déroissant et qu'ils sont évidemment
nis ar de type ni sur Zℓ par hypothèse et d'exposant ni par onstrution.
(iii) Enn, le Corollaire 1.8 s'obtient de la même façon que le Théorème en
remplaçant les idéaux ∇n par les idéaux ∇n,k pour un k xé : les aluls étant
identiques, il est possible d'érire la même série de lemmes que i-dessus, e qui
ramène la preuve du Corollaire au as élémentaire, lequel est immédiat.
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2. Appliations à l'arithmétique des tours ylotomiques
Nous supposons désormais que le nombre premier ℓ est impair.
Dans ette setion, nous désignons par F un orps de nombres totalement
réel et parK une extension abélienne de F , de groupe de Galois∆ = Gal(L/F ),
de degré d étranger à ℓ, ontenant une raine primitive ℓ-ième de l'unité ζ.
L'hypothèse d'imparité ℓ 6= 2 nous assure que le orps K est totalement
imaginaire et que le groupe de Galois ∆ ontient la onjugaison omplexe τ .
Dans e ontexte, il est naturel d'appeler réels les aratères irrédutibles ϕ de
∆ qui vérient l'inégalité ϕ(τ) > 0 ; et imaginaires eux qui vérient l'identité
opposée ϕ(τ) < 0. Plus généralement :
Dénition 2.1. Nous disons qu'un aratère ℓ-adique virtuel du groupe ∆ est :
(i) totalement réel, lorsque tous ses fateurs irrédutibles sont réels, i.e.
lorsque tous ses fateurs absolument irrédutibles prennent la valeur +1 sur
la onjugaison omplexe τ ;
(ii) totalement imaginaire, lorsque tous ses fateurs irrédutibles sont imagi-
naires, i.e. lorsque tous ses fateurs absolument irrédutibles prennent la valeur
-1 sur la onjugaison omplexe τ .
Sommant sur toutes les omposantes isotypiques réelles de l'algèbre Zℓ[∆],
on dénit en partiulier sa omposante réelle, qui n'est rien d'autre que l'image
de Zℓ[∆] par l'idempotent e⊕ =
1
2 (1 + τ) :
Zℓ[∆]
⊕ = Zℓ[∆]e⊕ = ⊕ϕ(τ)>0Zℓ[∆]eϕ ;
et on dénit également sa omposante imaginaire à partir ette fois de l'idem-
potent omplémentaire e⊖ =
1
2 (1− τ) par :
Zℓ[∆]
⊖ = Zℓ[∆]e⊖ = ⊕ϕ(τ)<0Zℓ[∆]eϕ ;
les mêmes déompositions valant, plus généralement, pour tout Zℓ[∆]-module
M . En partiulier, il est ommode de déomposer haque aratère ℓ-adique
virtuel χ du groupe ∆ sous la forme :
χ = χ⊕ + χ⊖,
en regroupant séparément fateurs réels et fateurs imaginaires.
Parmi les aratères de ∆ gurent en partiulier le aratére unité 1, dont
l'idempotent assoié est donné à partir de la norme algébrique ν∆ =
∑
δ∈∆ δ
par e1 =
1
d ν∆, et le aratère ylotomique ω, aratérisé par l'identité :
ζσ = ζω(σ) ∀σ ∈ ∆.
C'est aussi le aratère du module de Tate Tℓ = lim←−
µ(Kn) onstruit sur les
ℓ-groupes de raines de l'unité.
L'inverse
2 ω¯ = ω−1 de ω, 'est à dire le aratère déni par ω¯(σ) = ω(σ−1),
est dit souvent anticyclotomique, et l'involution
ψ 7→ ψ∗ = ωψ−1,
de l'algèbre RZℓ(∆) des aratères ℓ-adiques virtuels de ∆ est onnue tradition-
nellement sous le nom d'involution du miroir ; on dit enore que ψ∗ est le reet
de ψ. En partiulier, le aratère ylotomique ω = 1∗ étant imaginaire, il suit
que le reet d'un aratère réel est imaginaire et vie versa.
2
De façon générale, il est ommode de noter ψ−1 le aratère σ 7→ ψ(σ−1)
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2.1 Le ontexte arithmétique de la Théorie d'Iwasawa
Introduisons maintenant la Zℓ-extension ylotomique F∞ =
⋃
n∈N Fn du
orps totalement réel F , en onvenant de désigner par Fn l'unique sous-extension
de F∞ qui est de degré ℓ
n
sur F (de sorte que l'on a F0 = F ) ; notons Γ = γ
Zℓ
le groupe de Galois Gal(F∞/F ) identié à Zℓ par le hoix d'un générateur
topologique γ ; et érivons Λ = Zℓ[[γ − 1]] l'algèbre d'Iwasawa assoiée.
Notons de même K∞ =
⋃
n∈NKn la Zℓ-extension ylotomique de K en
désignant par Kn = KFn le ompositum de K et de Fn. L'extension K∞/F est
enore abélienne ; son groupe de Galois Gal(K∞/F ) est le produit Γ × ∆ ; et
l'algèbre omplète assoiée est l'algèbre Zℓ[[γ− 1]][∆] = Λ[∆] étudiée plus haut.
Fixons alors deux ensembles nis disjoints S et T de plaes de K stables par
∆ ; notons L l'ensemble des plaes ℓ-adiques (i.e. au-dessus de ℓ) de K ; puis
Sℓ = S ∩ L (respetivement T ℓ = T ∩ L) la partie sauvage de S (resp. T ) et
S0 = S \ Sℓ (resp. T 0 = T \ T ℓ) la partie modérée. Enn, pour haque indie
n ∈ N ∪ {∞}, notons de même Sn = Sℓn ∪ S
0
n (resp. Tn = T
ℓ
n ∪ T
0
n) l'ensemble
(ni) des plaes de Kn qui sont au-dessus de S (resp. T ).
Nous sommes intéressés dans e qui suit par le groupe de Galois CT∞S∞ de
la pro-ℓ-extension abélienne T∞-ramiée S∞-déomposée (i.e. non ramiée en
dehors des plaes au dessus de T et omplètement déomposée aux plaes au
dessus de S) maximale HT∞S∞ de K∞ ; autrement dit par la limite projetive
lim
←−
CTnSn des mêmes groupes attahés aux étages nisKn de la tour ylotomique,
groupes que la théorie ℓ-adique du orps de lasses identie aux ℓ-groupes de
S-lasses T -innitésimales des orps Kn, 'est à dire aux quotients :
CℓTnSn = JKn/J
Tn
Sn
RKn ,
où JKn =
∏resRpn désigne le ℓ-adié du groupe des idèles du orps Kn ;
J TnSn =
∏
pn /∈Tn
Upn
∏
pn∈Sn
Rpn le sous-groupe des S-idèles T -innitésimaux ;
et RKn = Zℓ ⊗K
×
n le sous-groupe prinipal de JKn (f. [11℄).
Ave les onventions i-dessus et elles de la setion 1, nous avons :
Théorème 2.2. Le groupe CT∞S∞ est un Λ[∆]-module noethérien isomorphe à la
limite projetive lim
←−
CℓTnSn des ℓ-groupes de S-lasses T -innitésimales des orps
Kn ainsi qu'à elle de leurs quotients respetifs d'exposant ℓ
n+1
:
CT∞S∞ ≃ lim←−
ℓn+1CℓTnSn .
Et les trois aratères ρTS , µ
T
S et λ
T
S , qui lui sont assoiés paramètrent aussi la
suite des quotients nis
ℓn+1CℓTnSn, à l'exeption du as spéial S = ∅ et T = L
dans lequel le paramètre lambda doit être augmenté du aratère unité.
Preuve. Commençons par établir proprement e premier résultat. Erivons pour
simplier X pour CT∞S∞ et Xn pour
ℓn+1CℓTnSn . Observons d'abord que les groupes
Xn ne sont pas tout à fait les quotients X/∇nX , mais qu'ils en dièrent d'une
quantité bornée : en eet, le groupe de Galois Γn = Gal(K∞/Kn) = γ
ℓnZℓ
étant proylique, le plus grand quotient de X xé par Γn, i.e. le groupe
ΓnX =
X/ωnX , orrespond à la plus grande sous-extension H
T
S (K∞/Kn)/K∞ de l'ex-
tensionHTS (K∞)/K∞ qui provient par omposition aveK∞ d'une pro-extension
abélienne de Kn. En partiulier, une telle extension étant non ramiée en dehors
de L et de T , les quotients X/∇nX sont nis, en vertu du orps de lasses, e qui
montre, d'après la proposition 1.3, que X est bien un Λ[∆]-module noethérien.
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Plus préisément, xons m assez grand pour que les plaes au-dessus de S
soient totalement inertes et elles au-dessus de L \T ℓ totalement ramiées dans
l'extension K∞/Kn ; et notons Ym le sous-module de X , de type ni sur Zℓ, qui
est engendré par les sous-groupes (proyliques) de déomposition des premières
et les sous-groupes d'inertie des seondes. Il vient alors :
ℓm+1Gal(HTS (K∞/Km)/K∞) = X/(∇nX + Ym) ;
et par un argument lassique de théorie d'Iwasawa (f. e.g. [13℄, [14℄, ou [15℄
dans le as lassique des groupes de lasses ordinaires) :
ℓn+1Gal(HTS (K∞/Kn)/K∞) = X/(∇nX +
ωn
ωm
Ym).
Le résultat annoné en résulte en vertu du Corollaire 1.7. puisqu'en dehors
du as spéial on a diretement par l'isomorphisme du orps de lasses :
ℓn+1CℓTS (Kn) ≃
ℓn+1Gal(HTS (K∞/Kn)/K∞) ;
tandis que dans le as spéial, il vient :
ℓn+1CℓTS (Kn) ≃
ℓn+1Gal(HTS (K∞/Kn)/K∞)⊕ Γ/Γn ;
puisqu'il onvient alors de tenir ompte en outre de la ontribution de la tour
ylotomiqueK∞/Kn, lorsque elle-i est elle-même S-déomposé et T -ramiée,
'est à dire lorsqu'on a S = ∅ et T = L.
Nous nous proposons dans e qui suit d'étudier les trois aratères dénis
i-dessus à la lumière des égalités du miroir obtenues par Georges Gras (f. [1℄).
Dans notre ontexte, es identités relient les invariants d'Iwasawa relatifs à un
ouple (S, T ) aux mêmes invariants relatifs au ouple transposé (T, S). Elles
s'obtiennent en omparant les informations données par la théorie du orps
de lasses d'une part, et la théorie de Kummer d'autre part en présene des
raines de l'unité. C'est pourquoi , nous ne onsidérons dans ette setion que
le as de la Zℓ-extension ylotomique K∞ = K
c
d'un orps K supposé déjà
ontenir les raines ℓ-ièmes de l'unité : en l'absene de l'une ou l'autre de es
deux hypothèses, nos arguments de dualité ne pourraient s'appliquer.
Cela dit, xons n assez grand pour que les plaes de S ∪ T ne se déom-
posent pas dans l'extension K∞/Kn et plaçons nous au niveau n de la tour en
omettant oasionnellement l'indie Kn dans e qui suit. Les résultats de [12℄
se généralisent alors omme suit :
Proposition 2.3. Ave les onventions préédentes, lorsque la réunion S ∪ T
ontient l'ensemble L des plaes ℓ-adiques, le radial kummérien Rad(HTnSn /Kn)
attahé à la ℓ-extension abélienne maximale HTnSn de Kn qui est S-déomposée,
T -ramiée et d'exposant ℓn+1 est donné par :
(i) RadSnTn = {ℓ
−(n+1) ⊗ x ∈ ℓ−(n+1)Zℓ/Zℓ ⊗RKn | x ∈ J
Sn
Tn,Kn
J ℓ
n+1
Kn
} ;
et le groupe de Galois Gal(HTnSn /Kn) de la même extension H
Tn
Sn
est donné par :
(ii) GalTnSn ≃
ℓn+1CℓTnSn(Kn) =
ℓn+1(JKn/J
Tn
Sn
RKn) = JKn/J
Tn
Sn
RKnJ
ℓn+1
Kn
.
Ces deux modules se orrespondant dans la dualité de Kummer, on a en outre :
GalTnSn ≃ HomZℓ[∆](Rad
Sn
Tn
, ℓn+1µℓ∞) et Gal
Tn
Sn
≃ HomZℓ[∆](Rad
Sn
Tn
, ℓn+1µℓ∞).
En partiulier, en dehors du as spéial S = ∅ et T = L dans lequel le
paramètre lambda doit être augmenté du aratère unité, la suite (GalTnSn)n∈N
est paramétrée par le triplet de aratères (ρTS , µ
T
S , λ
T
S ) ; et la suite (Rad
Tn
Sn
)n∈N
par le triplet (ρT∗S , µ
T∗
S , λ
T∗
S ), image du préédent dans l'involution du miroir.
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Preuve. Il sut d'exprimer, en termes kummériens dans le premier as, de orps
de lasses dans le seond, les onditions loales qui dénissent l'extension.
2.2 Isomorphismes du miroir dans les tours ylotomiques
La lef du Spiegelungssatz de Gras dans notre situation onsiste à introduire
un groupe de ongruenes ad ho, qui n'est ni un radial ni un groupe de lasses,
mais dont l'éart ave l'un et l'autre est parfaitement maîtrisé.
Supposons don T non vide puis, pour haque plae pn de Tn, hoisissons un
entier νpn assez grand pour que le groupe supérieur d'unités loales Upνpnn soit
sans torsion et ontenu dans la puissane ℓn+1-ième du groupe prinipal Upn ;
ela fait, introduisons le diviseur mn =
∏
pn∈Tn
p
νpn
n ; notons Rmn le groupe
des idèles prinipaux de Kn ongrus à 1 modulo mn, et E
mn
Sn
le sous-groupe de
Rmn onstruit sur les S-unités. Dénissons alors le pseudo-radial ℓn+1R
mn
Sn
par :
ℓn+1R
mn
Sn
= {ℓ−(n+1)⊗ x ∈ ℓ−(n+1)Zℓ/Zℓ ⊗Rmn | x ∈ JSnJ
ℓn+1},
où JSn =
∏
pn∈Sn
Rpn
∏
pn /∈Sn
Upn est le groupe des S-idèles ; notons de même :
ℓn+1E
mn
Sn
= {ℓ−(n+1)⊗ x ∈ ℓ−(n+1)Zℓ/Zℓ ⊗Rmn | x ∈ E
mn
Sn
} ≃ ℓ
n+1
EmnSn
son sous-groupe onstruit sur les S-unités de EmnSn ; et érivons enn ℓn+1µ le
ℓ-groupe des raines ℓn+1-ièmes de l'unité. Nous obtenons omme dans [12℄ :
Lemme 2.4. Ave es notations, le pseudo-radial ℓn+1R
mn
Sn
est relié aux groupes
préédents par les suites exates ourtes de modules galoisiens :
1 −−−−→ ℓn+1(R/R
mn)/ℓn+1µ −−−−→ ℓn+1R
mn
Sn
φn
−−−−→ ℓn+1Rad
Tn
Sn
−−−−→ 1∥∥∥
1 −−−−→ ℓn+1E
mn
Sn
−−−−→ ℓn+1R
mn
Sn
ψn
−−−−→ ℓ
n+1
GalTnSn −−−−→ 1 ,
La première suite exate n'est autre que la suite exate anonique donnée
dans [12℄. La seonde appelle une petite expliation : a priori, le morphisme
anonique ψn prend ses valeurs dans le sous-groupe de ℓ
n+1
-torsion du ℓ-groupe
ClmnSn des S-lasses de rayon mn ; mais, elui-i étant ni, nous avons bien :
ℓn+1Cℓ
mn
Sn
≃ ℓ
n+1
CℓmnSn =
ℓn+1CℓTnSn ≃
ℓn+1GalTnSn .
Dans le diagramme obtenu, les deux modules à droite sont paramétrés et
leurs aratères invariants sont donnés par la Proposition 2.3 i-dessus. Pour
aluler eux des modules de gauhe, introduisons quelques notations :
Pour haque plae pn du orps Fn, notons ∆p le sous-groupe de déompo-
sition de pn dans l'extension abélienne Kn/Fn (qui ne dépend que de la plae
p de F au-dessous de pn) ; notons χp l'induit à ∆ du aratère unité de ∆p ; et
pour tout ensemble ni T de plaes nies dénissons le aratère χT par :
χT =
∑
p∞∈T∞
χp,
où la somme porte sur les plaes de F∞ au-dessus de T (lesquelles sont bien en
nombre ni). Dénissons alors le degré ℓ-adique total en T par la formule :
degℓ T =
∑
p∈Tℓ
[Fp : Qℓ],
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où la somme porte ette fois sur les plaes ℓ-adiques de F ontenues dans T . Et
posons enn (en notant χreg le aratère régulier du groupe ∆) :
δT = degℓ T χreg.
Posons enn : χ∞ = [F : Q] χ
⊕
reg. Cela étant, nous avons :
Lemme 2.5. Notons UTn =
∏
pn∈Tn
Upn la T -partie du goupe des idèles unité
de Kn et Umn le sous-groupe de ongruene attahé à mn.
(i) L'hypothèse Umn ⊂ U
ℓn+1
Tn
et le théorème d'approximation faible donnant :
ℓn+1(R/R
mn) ≃ ℓn+1(UTn/Umn) ≃
ℓn+1(UTn/Umn) =
ℓn+1UTn ;
les modules ℓn+1(R/R
mn)/ℓn+1µ sont paramétrés par le triplet (δT , 0, (χT −1)
∗).
(ii) De même, si EtorSn est le ℓ-groupe des raines de l'unité dans Kn, il vient :
ℓn+1E
mn
Sn
≃ ℓ
n+1
EmnSn ≃
ℓn+1(ESn/E
tor
Sn
) ;
et les modules ℓn+1E
mn
Sn
sont ainsi paramétrés par le triplet (χ∞, 0, χS − 1).
Preuve. Il s'agit de reérire la proposition 5 de [12℄ en termes de aratères :
Pour (i), il sut d'observer d'une part que le quotient sans torsion de UTn
est un Zℓ[∆]-module projetif de artère [Fn : Q] χreg, e qui donne l'expression
du paramètre ρ ; et d'observer d'autre part que son sous-module de ℓn+1-torsion
est un Z/ℓn+1Z[∆]-module de aratère ωχT = χ
∗
T , e qui donne l'invariant λ.
Pour (ii), ela revient à remplaer le théorème de Dirihlet sur le rang des S-
unités par le théorème de représentation de Herbrand pour es mêmes groupes.
Rassemblant es résultats, nous obtenons alors le Théorème du miroir :
Théorème 2.6. Si S ∪ T ontient l'ensemble L des plaes ℓ-adiques, les para-
mètres d'Iwasawa des ℓ-groupes ℓ
n+1
ClTS (Kn) vérient les identités du miroir :
(i) ρTS +
1
2 (χ∞ + δS) = [ρ
S
T +
1
2 (χ∞ + δT )]
∗
;
(ii) µTS = µ
S∗
T ;
(iii) λTS + (χS − 1) = [λ
S
T + (χT − 1)]
∗
.
Preuve. Les identités (ii) et (iii) s'obtiennent immédiatement en exprimant de
deux façons les paramètres des pseudo-radiaux ℓn+1R
mn
Sn
à l'aide de la Proposi-
tion 2.3 et du Lemme 2.5. Dans le as de (i), le même alul donne diretement :
ρTS + χ∞ = ρ
S∗
T + δT ,
d'où l'on déduit la formule annonée en érivant l'identité reet et en observant
que les deux aratères δT et δS sont invariants par le miroir et de somme :
δT + δS = [F : Q] χreg = χ∞ + χ
∗
∞.
Tirons une première onséquene immédiate de e résultat de dualité :
Théorème 2.7. Le paramètre ρTS est donné pour S et T arbitraires par :
ρTS = δ
⊖
T .
Preuve. Observons d'abord que le paramètre ρTS est bien indépendant de l'en-
semble S, puisque le sous-module de CT (K∞) qui est engendré par les sous-
groupes de déomposition respetifs des plaes de S est de rang ni sur Zℓ.
Quitte à grossir S, nous pouvons don supposer, sans restreindre la généralité,
que S ∪ T ontient l'ensemble L de toutes les plaes ℓ-adiques.
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Le résultat annoné résulte alors tout simplement du fait que le paramètre ρTS
est totalement imaginaire, lequel est lui même une onséquene du fait que le dé-
faut de la onjeture de Leopoldt dans la tour ylotomique K+∞/K
+
onstruite
sur le sous-orps totalement réel K+ de K (i.e. le nombre de Zℓ-extensions li-
néairement indépendantes de ses étages nis K+n ) est borné. Il vient don bien :
ρTS = ρ
T⊖
S = (ρ
T
S + χ∞)
⊖ = (ρS∗T + δT )
⊖ = (ρS⊕T )
∗ + δ⊖T = δ
⊖
T
2.3 Appliation au alul des paramètres µTS et λ
T
S
Intéressons nous d'abord aux invariants µ. Observons en premier lieu que le
paramètre µTS est en fait indépendant de l'ensemble S (puisque le sous-module de
CT (K∞) qui est engendré par les sous-groupes de déomposition respetifs des
plaes de S est de rang ni sur Zℓ) omme de la partie modérée T
0
de l'ensemble
T (puisqu'il en est de même du sous-module engendré par les sous-groupes de
déomposition des plaes de T 0). En d'autres termes, nous avons :
µTS = µ
T ℓ
,
pour tous S et T . Compte tenu des identités du miroir, il vient ainsi :
Théorème 2.8. Soient S et T quelonques ; puis T ℓ la partie sauvage de T (i.e.
le sous-ensemble des plaes ℓ-adiques de T ) et T
ℓ
= L \ T ℓ son omplémentaire
dans L. Ave es notations, le paramètre µTS est donné par la formule :
µTS = µ
T ℓ = µT
ℓ
T
ℓ = µ
T
ℓ
∗
T ℓ = µ
T
ℓ
∗
.
Et l'on voit que la détermination des divers invariants µTS se ramène ainsi à
elle des seuls paramètres µT
ℓ
, où T ℓ dérit les sous-ensembles de L stables par
∆. Plus préisément, il sut même de ne onsidérer que les invariants réels :
Corollaire 2.9. Ave les notations du Théorème, on a par dualité :
µTS = µ
T ℓ = µT
ℓ⊕ + (µT
ℓ
⊕)∗.
Sous la onjeture d'Iwasawa, qui postule la trivialité de l'invariant µ = µ∅
∅
ou, e qui revient au même d'après les formules préédentes, elle de l'invariant
µL, don en partiulier lorsque le orps K est absolument abélien en vertu d'un
résultat élèbre de Ferrero et Washington (f. eg. [15℄), il est faile de voir que
tous les paramètres µTS sont en fait identiquement nuls :
Solie 2.10. Pour tous S et T , les paramètres µTS satisfont l'inégalité :
µT∗S + µ
T
S ≤ µ
L + µL = µ
∗
L + µL ;
En partiulier, sous la onjeture d'Iwasawa µL = 0, on a identiquement µ
T
S = 0.
Preuve. Rappelons que nous avons onvenu de désigner par HTnSn la ℓ-extension
abélienne maximale S-déomposée T -ramiée et d'exposant ℓn+1 du orps Kn.
Notons don Ln l'ensemble des plaes ℓ-adiques de Kn, puis T
ℓ
n le sous-ensemble
formé de elles au-dessus de T et T
ℓ
n = Ln \ T
ℓ
n son omplémentaire ; et onsi-
dérons le shéma d'extensions :
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HLn
H
T
ℓ
n
T ℓn
H
T ℓn
T
ℓ
n
H
T
ℓ
n
T ℓn
H
T ℓn
T
ℓ
n
HLn
Kn
✑
✑
✑✑
◗
◗
◗◗
◗
◗
◗◗
✑
✑
✑✑
Dans la suite exate de Zℓ[∆]-modules donnée par la théorie de Galois :
Gal(HLn/Kn)→ Gal(H
T
ℓ
n
T ℓn
/Kn)×Gal(H
T ℓn
T
ℓ
n
/Kn)→ Gal(HLn/Kn)→ 1,
tous sont paramétrés ; et il va don de même du noyau Gal(HLn/H
T
ℓ
n
T ℓn
H
T ℓn
T
ℓ
n
).
Le Théorème 2.7 montre que aratère ρ orrespondant est nul. Le paramètre
dominant est ainsi le aratère µ qui est don positif ou nul. Et il vient don :
µT
ℓ
T ℓ + µ
T ℓ
T
ℓ ≤ µL + µL ;
e qui est préisément le résultat annoné, en vertu du Théorème 2.8.
Venons en maintenant aux invariants λ. Le résultat prinipal de [12℄ se gé-
néralise omme suit :
Théorème 2.11. Pour S et T arbitraires le paramètre λTS du ℓ-groupe des S-
lasses T -innitésimales est donné à partir de sa partie sauvage par la formule :
λTS = λ
T ℓ
Sℓ + χ
∗
T 0 .
Il s'ensuit que la ramiation modérée est déployée dans l'extension HT∞S∞ /K∞.
Preuve. Quitte à grossir l'ensemble S, nous pouvons supposer dans un premier
temps l'inlusion S∪T ⊃ L. Dans e as le résultat annoné résulte diretement
des identités du miroir et du fait évident que les plaes modérées de S sont
sans inuene sur l'invariant λTS , puisque la montée dans la tour ylotomique
a épuisé toute possibilité d'inertie aux plaes modérées. Nous avons en eet :
λTS = λ
T
Sℓ = [λ
Sℓ
T + χT − 1]
∗ − (χSℓ − 1) = [λ
Sℓ
T ℓ + χT ℓ − 1]
∗ + χ∗T 0 − (χSℓ − 1),
d'où, le résultat attendu, en appliquant une seonde fois l'identité du miroir. Il
s'ensuit que la ramiation modérée est bien déployée (i.e. que les sous-groupes
de ramiation modérée sont en somme direte) dans le groupe Gal(HT∞S∞ /K∞),
dès que S est assez grand (pour qu'on ait S ∪ T ⊃ L), don a fortiori pour S
petit, de sorte qu'en n de ompte la formule obtenue vaut quel que soit S.
Pour aller plus loin, distinguons omposantes réelles et imaginaires :
Proposition 2.12. Soient S et T arbitraires omme plus haut. Alors :
(i) La partie imaginaire du paramètre λT
ℓ
Sℓ est donnée par la formule :
λT
ℓ ⊖
Sℓ
= λT
ℓ⊖ − χ⊖
Sℓ
.
En partiulier, la ontribution imaginaire de la déomposition attahée aux plaes
sauvages non ramiées est déployée dans l'extension HT∞S∞ /K∞.
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(ii) Et, sous la onjeture de Leopoldt, la partie réelle de λTℓSℓ est donnée par :
λT
ℓ ⊕
Sℓ
= λT
ℓ ⊕
.
En d'autres termes, la déomposition attahée aux plaes sauvages non ramiées
est sans inidene sur la omposante réelle de l'invariant lambda
3
.
(iii) En n de ompte, sous la onjeture de Leopoldt, il vient ainsi :
λT
ℓ
Sℓ = λ
T ℓ − χ⊖
Sℓ
.
Avant d'établir ette proposition à l'aide de la Théorie des Genres dans
l'appendie i-après, tirons en tout de suite l'expression du aratère λTS :
Théorème 2.13. Pour S et T arbitraires le paramètre λTS du ℓ-groupe des S-
lasses T -innitésimales est donné sous la onjeture de Leopoldt par la formule :
λTS = λ
T ℓ + χ∗T 0 − χ
⊖
Sℓ
.
Tout omme pour les invariants µTS , les aratères λ
T
S sont ainsi donnés à
partir des seuls aratères λT
ℓ
, attahés aux parties nies T ℓ de L, par des
formules expliites ne faisant intervenir que des paramètres galoisiens.
Et, ii enore, il est possible d'exprimer les λTS à l'aide des seuls invariants
référents réels. Par les identités du miroir, on a en eet :
Solie 2.14. Lorsque L = T
ℓ
∪ T ℓ est une partition de l'ensemble L des plaes
ℓ-adiques, les paramètres lambda respetivement attahés à T
ℓ
et à T ℓ satisfont
les identités de dualité :
λT
ℓ
⊖ = [λT
ℓ⊕ + (χ⊕
T ℓ
− 1)]∗.
Preuve. Cela résulte immédiatement du Théorème 2.6 et du Théorème 2.12.
En n de ompte, tout omme dans le as des paramètres µTS , on voit que tous
les paramètres λTS sont expliitement onnus dès que le sont les seuls paramètres
réels λT
ℓ⊕
attahés aux sous-ensembles T ℓ de l'ensemble des plaes ℓ-adiques
du orps onsidéré :
Corollaire 2.15. Ave les notations du Théorème et sous les mêmes hypothèses,
il vient :
λTS = λ
T ℓ⊕ + [λT
ℓ
⊕ + (χ⊕
T
ℓ − 1)]
∗ + χ∗T 0 − χ
⊖
Sℓ
.
3. Appendie : généralisation d'un théorème de Greenberg
Nous nous proposons ii d'établir la Proposition 2.12 et de montrer que e
résultat provient essentiellement de la Théorie des Genres. Expliquons pour-
quoi en examinant séparément le as des omposantes imaginaires et elui des
omposantes réelles :
(i) Le as imaginaire est tehniquement le plus simple. Fixons n0 assez grand
pour que les plaes ℓ-adiques se ramient totalement dans la tour K∞/K au-
dessus de Kn0 et onvenons de noter LSℓn le sous-groupe ambige
4
du ℓ-groupe
3
Ce résultat est en parfaite ohérene ave la onjeture de Greenberg qui postule la nullité
de l'invariant λ⊕ don en partiulier l'égalité λ⊕ = λ⊕
Sℓ
= 0.
4
i.e. invariant par le groupe de Galois Γn0 = Gal(K∞/Kn0).
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CℓKn des lasses d'idéaux (au sens ordinaire) du orps Kn qui est engendré par
les lasses des idéaux onstruits sur les plaes au-dessus de Sℓ (de sorte qu'on a :
CℓSℓn = CℓKn/LSℓn). Observons maintenant qu'il n'y a pas de apitulation pour
les lasses imaginaires dans la tour K∞/Kn0 , puisque les unités imaginaires se
réduisent aux raines de l'unité, lesquelles sont ohomologiquement triviales ; de
sorte que, le morphisme d'extension Cℓ⊖Kn → Cℓ
⊖
K∞
étant injetif, la réunion
L⊖
Sℓ
∞
des L⊖
Sℓn
s'identie omme Zℓ[∆]-module au produit (Qℓ/Zℓ)⊗ZℓZℓ[∆]
⊖
. En
d'autres termes, la limite projetive des L⊖
Sℓn
est un Zℓ[∆]-module de aratère
χ⊖
Sℓ
et nous avons bien, omme attendu, l'identité :
λ⊖
Sℓ
= λ⊖ − χ⊖
Sℓ
.
Il suit de là que la déomposition aux plaes sauvages (non ramiées) est bien
déployée dans la omposante imaginaire du groupe de Galois CK∞ = lim←−
CℓKn
attahé à la ℓ-extension abélienne non ramiée maximale de K∞ ; résultat qui
est a fortiori vrai dans le groupe de Galois CT
ℓ
K∞
qui orrespond, lui, à elle qui
est T ℓ-ramiée. En n de ompte, nous avons don tout aussi bien :
λTℓ ⊖Sℓ = λ
Tℓ ⊖ − χ⊖Sℓ ,
e qui est préisément le premier résultat annoné.
(ii) Venons en maintenant au as réel, qui est plus ompliqué ar il met
en jeu de façon subtile la onjeture de Leopoldt. Il s'agit de voir que dans e
dernier ontexte non seulement il n'y a plus injetivité du morphisme d'extension
Cℓ⊕Kn → Cℓ
⊕
K∞
, mais que, de fait, la limite indutive L⊕
Sℓ
∞
des L⊕
Sℓn
est nulle, de
sorte que l'on a :
λ⊕
Sℓ
= λ⊕.
Mieux enore, nous allons voir que la limite indutive L
T ℓ
∞
⊕
Sℓ
∞
= lim
−→
L
T ℓn⊕
Sℓn
des
omposantes réelles des sous-groupes des ℓ-groupes de lasses T ℓn-innitésimales
des orpsKn respetivement engendrés par les lasses des plaes au-dessus de S
ℓ
est enore nulle ; et que, par suite, la limite projetive orrespondante lim
←−
L
T ℓn⊕
Sℓn
est pseudo-nulle, de sorte que nous avons bien, omme annoné :
λTℓ ⊕Sℓ = λ
Tℓ ⊕
.
Enonçons expliitement e dernier résultat, qui généralise dans un ontexte
ℓ-ramié un théorème de semi-simpliité dû à R. Greenberg (f. [3℄) :
Théorème 3.1. Soit K+ un orps de nombres totalement réel satisfaisant la
onjeture de Leopoldt pour un premier ℓ (i.e. dont le rang ℓ-adique du goupe des
unités est égal à [K+ : Q ]−1) et K+∞ = ∪n∈NK
+
n sa Zℓ-extension ylotomique.
Alors, pour toute partition L = S ∪ T de l'ensemble L des plaes ℓ-adiques
de K+, le sous-groupe LT∞S∞ du ℓ-groupe Cℓ
T∞
des lasses T -innitésimales du
orps K+∞ qui est engendré par les lasses des idéaux au-dessus de S est trivial,
dès lors que les plaes de S ne se déomposent pas dans l'extension K+∞/K
+
.
Remarque. La ondition nale de non déomposition étant banalement vériée
à partir d'un étage ni K+n0 de la tour ylotomique, la onlusion du théorème
reste don valide dès lors que le orps K+n0 satisfait la onjeture de Leopoldt.
Preuve. Comme nous l'avons dit, la démonstration de e résultat repose sur la
Théorie des Genres : l'hypothèse de non déomposition nous dit que les idéaux
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onstruits sur les plaes de S sont ambiges dans l'extension K+∞/K
+
(i.e. inva-
riantes par l'ation de Γ = Gal(K+∞/K
+)), don que leurs images respetives
dans haun des ℓ-groupes de lasses T -innitésimales CℓT
K+n
tombent dans le
sous-groupe ambige (CℓT
K+n
)Γ. Tout revient don à établir que es sous-groupes
ont un ordre borné indépendamment de n sous les hypothèses du Théorème
ou, e qui revient au même, que les quotients des genres
Γ(CℓT
K+n
) sont d'ordre
borné.
Observons au passage que si la onjeture de Leopoldt se trouve vériée dans
la tour K+∞, i.e. si tous les orps K
+
n la satisfont, les groupes Cℓ
T
K+n
de ℓ-lasses
T -innitésimales sont alors nis ; de sorte que dans e as le sous-groupe ambige
(CℓT
K+n
)Γ a même ordre que le quotient des genres Γ(CℓT
K+n
) en vertu de la suite
exate anonique assoiée à ω0 = γ − 1 :
1 −−−−→ (CℓT
K+n
)Γ −−−−→ CℓT
K+n
ω0−−−−→ CℓT
K+n
−−−−→ Γ(CℓT
K+n
) −−−−→ 1
mais ette hypothèse est inutile à notre onlusion, le seul point qui importe
étant que les sous-groupes ambiges et les quotients des genres sont simultané-
ment bornés ou non
5
. Cela étant, le Théorème annoné résulte de l'expression
du nombre de genres donnée par la suite exate des genres T -innitésimaux que
nous allons maintenant énoner :
Théorème 3.2. Soit F un orps de nombres, F∞ = ∪n∈NFn sa Zℓ-extension
ylotomique et S une partie non vide de l'ensemble L des plaes ℓ-adiques de
F de omplémentaire T = L \S. Pour haque entier n, désignons par HTFn la ℓ-
extension abélienne T -ramiée maximale de Fn ; notons H
T
F∞
= ∪n∈NHTFn leur
réunion et HT abF∞ = ∪n∈NH
T
Fn/F
la sous-extension maximale de HTF∞ qui est abé-
lienne sur F . Ave es notations, le groupe de Galois GTF∞/F = Gal(H
T ab
F∞
/F∞)
est donné par la suite exate des T -genres innitésimaux :
ETF /(E
T
F ∩NF∞/F ) →֒ ⊕˜p∈SIp(H
T ab
F∞ /F )→ G
T
F∞/F
→ CℓTF ։ Gal(H
T
F ∩ F∞/F )
Dans elle-i ETF est le ℓ-groupe des unités T -innitésimales du orps F et
NF∞/F le groupe des normes ylotomiques ; la somme au entre porte sur les
familles (σp) d'éléments des sous-groupes proyliques d'inertie attahés aux
plaes de S qui satisfont la formule du produit
∏
p∈S σp |F∞= 1 ; enn Cℓ
T
F ≃
Gal(HTF /F ) est le ℓ-groupe des lasses T -innitésimales du orps F .
Corollaire 3.3. Lorsque F est totalement réel et vérie la onjeture de Leo-
poldt, le quotient GTF∞/F des T -genres innitésimaux de la tour ylotomique
F∞/F est ni. En d'autres termes, les quotients des genres GTFn/F =
ΓCℓTFn at-
tahés aux étages nis de la tour sont eux-mêmes nis et ultimement onstants ;
le nombre de lasses ambiges T -innitésimales | CℓT ΓFn |est stationnaire dans la
tour ; et par suite, dès lors que les plaes de S ne se déomposent pas dans le
premier étage de la tour, les lasses des idéaux au-dessus de S apitulent dans
le groupe CℓTF∞ .
Preuve. Commençons par établir l'exatitude de la suite des genres. Le onoyau
de la restrition anonique Gal(HT abF∞ /F∞) → Gal(H
T
F /F ) est évidemment le
5
Ce qui se lit sur le polynme aratéristique de la limite projetive des CℓT
K
+
n
.
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groupe Gal(HTF ∩F∞/F ), qui est ni, puisque les plaes de S se ramient dans la
tour ylotomique F∞/F . Et son noyau est bien engendré par les sous-groupes
d'inertie des plaes de S, lesquels sont proyliques puisque es plaes sont
presque totalement ramiées dans la tour ylotomique.
Reste à voir que le noyau à gauhe est l'image du groupe ETF des unités
T -innitésimales du orps F , résultat qui peut être regardé omme la transposi-
tion dans notre ontexte du Théorème 6 de [7℄ : le point essentiel onsiste à voir
que toute famille (σp)p qui vérie la formule du produit provient bien, par les
symboles de restes normiques de Hasse, d'une unité T -innitésimale. Or les ar-
guments de [7℄ appliqués aux extensions abéliennes nies Fn/F montrent, après
restrition de la ondition d'innitésimalité aux plaes de L ontenues dans T ,
que 'est bien le as à haque niveau ni de la tour (i.e. dans ⊕˜p∈SIp(HTFn/F ) ; de
sorte que l'on onlut aisément par ompaité en passant à la limite projetive.
Cela aquis, le Corollaire en déoule sans diulté : érivons t =
∑
p∈T [Fp :
Qℓ] le degré total en T et s =
∑
p∈S[Fp : Qℓ] elui en S, de sorte que nous avons
t + s = r = [F : Q]. Notons ensuite U˜L le noyau6 dans UL =
∏
p∈L Up de la
norme arithmétique NF/Q et érivons de même U˜L le noyau de la norme NF/Q
dans US =
∏
p∈S Up. Sous la onjeture de Leopoldt dans le orps F , le ℓ-adié
EF = Zℓ ⊗ EF du groupe des unités de F (au sens habituel) est un Zℓ-module
de rang r − 1 qui s'injete dans U˜L ave un indie ni. Il en résulte que son
sous-groupe T -innitésimal ETF , qui est le noyau du morphisme naturel de EF
dans UT =
∏
p∈T Up, s'injete dans U˜S ave un indie ni. D'où le résultat
attendu, la somme ⊕˜p∈SIp(HTF∞/F ) étant préisément l'image anonique de U˜S
par les symboles loaux de réiproité.
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